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1. Satz von Fubini. Seien pX1,A1, µ1q und pX2,A2, µ2q �-endliche Maßräume. Dann ist
eine Funktion f P MRpX1 ˆ X2,A1 b A2q genau dann µ1 b µ2-integrierbar, wenn
die Funktion ´

x1 fiÑ

ª

X2

|fpx1, ¨q| dµ2

¯
P Mr0,8spX1,A1q

µ1-integrierbar ist. In diesem Fall

(i) sind die Funktionen fpx1, ¨q P MRpX2,A2q für µ1-f.a. x1 P X1 µ2-integrierbar,

(ii) ist die µ1-f.ü. definierte messbare Funktion

x1 fiÑ

ª

X2

fpx1, ¨q dµ2

µ1-integrierbar,

(iii) und es gilt

ª

X1ˆX2

f dpµ1 b µ2q “

ª

X1

ˆª

X2

fpx1, ¨q dµ2

˙
dµ1px1q.

Hinweis: Verwenden Sie die in der Vorlesung bewiesene Version des Satzes von Fubini
für nichtnegative numerische Funktionen.

(iv) Sei pX1,A1, µ1q “ pr0, 1s,B1, �1
q und pX2,A2, µ2q “ pr0, 1s,Ppr0, 1sq, ⇣q, wobei ⇣

das Zählmaß bezeichnet. Sei weiter � “ tpt, tq | t P r0, 1su Ä X1 ˆX2 die Diagonale.
Zeigen Sie, dass

ª

X2

ˆª

X1

�� d�1

˙
d⇣ “ 0,

ª

X1

ˆª

X2

�� d⇣

˙
d�1

“ 1.

und p�1 b ⇣q
˚
p�q “ 8. Warum ist dies kein Widerspruch zum Satz von Fubini?

2. (i) Volumen von Kegeln. Wir zerlegen Rd
“ Rd´1

ˆ R für d • 2. Für eine Borel-
Menge B Ä Rd´1

– Rd´1
ˆ t0u und h ° 0 betrachten wir den Kegel K Ä Rd mit

Basis B, Höhe h und Spitze p P Rd´1
ˆ thu.

Dann ist K eine Borel-Menge und ihr Volumen ist gegeben durch

�d
pKq “

1

d
�d´1

pBqh.

(ii) Bestimmung des Kugelvolumens nach Archimedes. Im R3 betrachten wir den
Zylinder Z “ tpx, y, zq |x2

` y2 § 1^ 0 § z § 1u, die Halbkugel H “ tpx, y, zq |x2
`



y2 ` z2 § 1 ^ 0 § z § 1u sowie den Kegel K “ tpx, y, zq |x2
` y2 § z2 ^ 0 § z § 1u.

Zeigen Sie, dass für die Flächen ihrer Querschnitte auf der Höhe ⇣ P r0, 1s gilt, dass

�2
pZ⇣q “ �2

pH⇣q ` �2
pK⇣q.

Hier bezeichnen wir mit M⇣ Ä R2 den Querschnitt einer Teilmenge M Ä R3 in
xy-Richtung auf der Höhe ⇣, also M X pR2

ˆ t⇣uq “: M⇣ ˆ t⇣u.

Folgern Sie mit dem Cavalierischen Prinzip, dass

�3
pZq “ �3

pHq ` �3
pKq

für die Volumina, dh die Volumina von Zylinder, Halbkugel und Kegel verhalten
sich wie 3:2:1.

Bestimmen Sie das euklidische Volumen des Einheitsballs in R3.

(iii) Volumen euklidischer Bälle. Es bezeichne vd das Volumen des d-dim euklidischen
Einheitsballs Bd

“ tx P Rd
| }x}

2
§ 1u. Beweisen Sie mit Hilfe der Produktdarstel-

lung des Lebesgue-Maßes (bzgl der Zerlegung Rd
“ Rd´1

ˆR) die Rekursionsformel

vd “ vd´1 ¨ Id

für d • 2, wobei

Id “

ª
⇡{2

´⇡{2

cosd u du.

Folgern Sie, dass
vd
vd´2

“
2⇡

d

und berechnen Sie vd für d § 4.

3. Sei pX,A, µq ein Maßraum.

(i) Für f P Mr0,8spX,Aq ist fµ : A Ñ r0,8s gegeben durch

pfµqpAq :“

ª

A

f dµ

ein Maß auf A, das sogenannte Maß mit der Dichte f bezüglich µ.

Bemerkung: Wir verwenden hier die Konvention 0 ¨ 8 “ 0.

(ii) Jede µ-Nullmenge ist auch eine fµ-Nullmenge. (Man sagt, fµ ist stetig bzgl µ.)

(iii) Für f, g P Mr0,8spX,Aq gilt
ª

X

f dpgµq “

ª

X

fg dµ.

(iv) Für die Radiusfunktion r : R2
fiÑ r0,8q definiert durch rpx, yq “ px2

` y2q1{2

gilt
r˚�

2
“ 2⇡r �1

|r0,8q
.
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