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1. Satz von Fubini. Seien (X1, Ay, 1) und (Xs, As, p2) o-endliche Mafirdume. Dann ist
eine Funktion f € Mg(X; x X5, A; ® A2) genau dann 1 ® po-integrierbar, wenn
die Funktion

(551 — L | f(21,)] duz) € Mio,01 (X1, A1)

p1-integrierbar ist. In diesem Fall
(i) sind die Funktionen f(z1,-) € Mg(Xs, Ag) fir ui-f.a. xy € X po-integrierbar,
(ii) ist die p;-f.ii. definierte messbare Funktion
Ty = f(x1,-) dps
Xo
[1-integrierbar,

(iii) und es gilt

Lm@ Sl ®pz) = Ll ( . f(z1,) duz) dpir (1),

Hinweis: Verwenden Sie die in der Vorlesung bewiesene Version des Satzes von Fubini
fiir nichtnegative numerische Funktionen.

(1V> Sei (X17 Ala :ul) = ([07 1]7 Bla ﬁl) und (X27 A27 /’LQ) = ([O, 1]7 P([Ov 1])7 C)> wobei C
das ZahlmaB bezeichnet. Sei weiter A = {(¢,t) | t € [0,1]} = X; x X5 die Diagonale.
Zeigen Sie, dass

[ ([ oY [ ([ vauc)ar -1

und (' X ¢)*(A) = oo. Warum ist dies kein Widerspruch zum Satz von Fubini?

2. (i) Volumen von Kegeln. Wir zerlegen R? = R4"! x R fiir d > 2. Fiir eine Borel-
Menge B < Rt =~ R4 x {0} und h > 0 betrachten wir den Kegel K = R? mit
Basis B, Hohe h und Spitze p € R¥! x {h}.

Dann ist K eine Borel-Menge und ihr Volumen ist gegeben durch
1
BUK) = p BTHB) h.

(i) Bestimmung des Kugelvolumens nach Archimedes. Im R? betrachten wir den
Zylinder Z = {(z,y,2) |22+ y?> < 1 A0 < 2z < 1}, die Halbkugel H = {(z,y, 2) | 2* +



y> 4+ 22 <1A0< 2 <1} sowie den Kegel K = {(z,y,2) |2 +y> <22 A0 < 2 < 1}.
Zeigen Sie, dass fiir die Flichen ihrer Querschnitte auf der Hohe ¢ € [0, 1] gilt, dass

N (Zg) = N(He) + N (K¢).
Hier bezeichnen wir mit M, < R? den Querschnitt einer Teilmenge M < R? in

zy-Richtung auf der Hohe ¢, also M n (R? x {C}) =: M¢ x {C}.
Folgern Sie mit dem Cavalierischen Prinzip, dass
N(Z) = N(H) + N(K)
fiir die Volumina, dh die Volumina von Zylinder, Halbkugel und Kegel verhalten
sich wie 3:2:1.
Bestimmen Sie das euklidische Volumen des Einheitsballs in R3.

(iii) Volumen euklidischer Balle. Es bezeichne v, das Volumen des d-dim euklidischen
Einheitsballs B¢ = {x € R?||z|> < 1}. Beweisen Sie mit Hilfe der Produktdarstel-
lung des Lebesgue-Mafles (bzgl der Zerlegung RY = R?~! x R) die Rekursionsformel

Vg = Vg-1 " Iq

fiir d > 2, wobei

/2
1; = J cos® u du.

—7/2

Folgern Sie, dass

und berechnen Sie vy fiir d < 4.

3. Sei (X, A, i) ein Mafiraum.
(i) Fir f e M[ou)(X, A) ist fu: A— [0,00] gegeben durch

(Fu)(A) = L fdu

ein Maf} auf A, das sogenannte Mafl mit der Dichte f beziiglich p.

Bemerkung: Wir verwenden hier die Konvention 0 - oo = 0.

(i) Jede p-Nullmenge ist auch eine fu-Nullmenge. (Man sagt, fu ist stetig bzgl u.)
(iii) Fir f, g9 € Mo (X, A) gilt

L_ fd(gu) = L fgdp.

(iv) Fiir die Radiusfunktion r : R? ~ [0,00) definiert durch r(z,y) = (22 + y?)'/2
gilt
T*ﬁz = 27TT /Bll[O,OO)

Wenn Sie Thre Ubungen bis Freitag dem 12.1.2024 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Thnen zu méglichst
vielen Threr Abgaben eine Riickmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B10_Namel _Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Namel der Nachname der einreichenden Person sein sollte.
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B, (er2)n b)) € W, (Y An=Ba) = 0 8n.
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Gii) €s i B @S R
o
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wt

Z (A-0)(Tga-Ta) => dIa= (d-A)Tayp.
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